Approfondimenti di
statistica

1. Variabili qualitative e variabili
quantitative

Nell’ambito di una ricerca statistica le
unita statistiche non vengono osservate
nella loro globalita ma solo per alcune
delle caratteristiche o proprieta che risul-
tano rilevanti per lo scopo della ricerca.
Se si considerano, ad esempio, gli stu-
denti di una regione frequentanti la
scuola secondaria di secondo grado per
ognuno di essi si puo determinare: 'et3,
l'anno di nascita, il luogo di nascita, la
professione dei genitori, la statura, la
classe frequentata, la lingua straniera
studiata, il numero di fratelli, ecc.

Il valore o l'attributo (se il fenomeno &
qualitativo) con cui il carattere si manife-
sta sull'unita statistica & detto modalita.
Per esempio il carattere “lingua straniera
studiata” si presenta sull'unita i-esima
osservata, alunna Anna Massa, con
modalita “francese”.

I caratteri osservati possono essere clas-
sificati in qualitativi e quantitativi: la
distinzione dipende dalle operazioni
che permettono di determinare le
modalita del carattere stesso. Le opera-
zioni canoniche con le quali si attribui-
sce un valore a una modalita sono le
seguenti: assegnazione, conteggio e
misurazione. Loperazione di assegna-
zione determina caratteri o variabili
dette qualitative o mutabili, le operazio-
ni di conteggio e misurazione determi-
nano caratteri o variabili dette quantita-
tive.

Loperazione di assegnazione puo essere
distinta in classificazione e ordinamento

a seconda che le categorie o attributi pre-
sentino oppure no una relazione d’ordi-
ne. L'operazione di misurazione presup-
pone lesistenza di un’unitd di misura
alla quale rapportare I'ammontare di
carattere posseduto da ciascun caso. L’o-
perazione di conteggio consiste nell’enu-
merazione degli oggetti posseduti o con i
quali si € in relazione; questa operazione
e possibile quando la proprieta e pensa-
bile come quantita discreta. Quindi, a
seconda delle operazioni compiute, ven-
gono generate diversi tipi di variabili. La
costruzione delle variabili e il passaggio
indispensabile per poter applicare la sta-
tistica.

Lo studio e la definizione delle variabi-
li come qualitative e quantitative &
oggetto della teoria della misurazione.
La teoria della misurazione che si &
maggiormente diffusa & dovuta a Ste-
vens (1946). Quest’ultimo classifica i
dati secondo quattro livelli di scala:
nominale, ordinale, di intervalli e di
rapporti. I quattro tipi di scala stanno
tra loro in una precisa gerarchia: la
scala nominale rappresenta il livello di
misurazione pilt basso, sono poche le
operazioni matematiche possibili a
questo livello di scala; la scala di rap-
porti & invece il livello piu alto, la varia-
bile gode di tutte le proprieta matema-
tiche dei numeri reali e di conseguenza
rende pitt ampio il ventaglio di opera-
zioni matematiche che possono essere
compiute.

Scala nominale

Si ha una scala nominale quando tra le
modalita della variabile & possibile stabi-
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lire solo una relazione di uguaglianza o
di disuguaglianza. In questo caso i
numeri che rappresentano le modalita
della variabile hanno unicamente la fun-
zione di simboli, di etichette, e potrebbe-
ro essere sostituiti con qualsiasi altro
simbolo numerico e non.

I dati espressi su scala nominale vengo-
no anche indicati come variabili catego-
riali o variabili qualitative sconnesse o
mutabili (esempio: professione dei geni-
tori).

Scala ordinale

Si ha una scala ordinale quando tra le
modalita della variabile & possibile sta-
bilire oltre a una relazione di ugua-
glianza o di diseguaglianza anche una
relazione di maggiore o minore. I dati
espressi su scala ordinale vengono
anche indicati come variabili ordinali, o
variabili qualitative (esempio: classe fre-
quentata).

Scala di intervalli

Con il livello di scala di intervalli entria-
mo nel mondo della misurazione in
senso stretto: in questo caso oltre a ordi-
nare i soggetti in relazione al fatto che
possiedono in misura maggiore o mino-
re una certa caratteristica possiamo dire
quanto sono differenti tra di loro. Un
esempio tipico di scala di intervalli sono
i termometri.

Scala di rapporti

Nelle scale di rapporti esiste uno zero
assoluto, esso non & convenzionale e
coincide con I'assenza di carattere. I dati
espressi su scala di intervalli e di rap-
porti vengono anche indicati come varia-
bili cardinali o variabili quantitative. I
fenomeni espressi su scala di rapporti
(esempio: la statura, il reddito) consen-
tono ogni tipo di elaborazione matema-
tica.



2. Operatori monovariati

Tabella

Tipo di variabili
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me possono essere utilmente rappresen-
tate anche tramite grafici con lo scopo di
visualizzare in modo pil chiaro 'anda-
mento del fenomeno. La scelta del tipo
di rappresentazione grafica dipende
dalla natura del carattere osservato. Se il
carattere ¢ qualitativo il grafico ha una
finalita descrittiva, se il carattere & quan-
titativo la finalita puo essere anche inter-
pretativa (ad esempio l'analisi di una
serie storica). Dopo l'analisi dell’anda-
mento grafico del carattere, per avere
tutte le informazioni possibili, si passa
all’elaborazione vera e propria dei dati
raccolti.

Molto spesso, e per le variabili quantita-
tive cio accade il piu delle volte, le infor-
mazioni relative a una distribuzione ven-
gono riassunte in un singolo numero o
statistica. Quest'ultima ¢ il risultato di
una formula applicata ai dati: 'operatore
statistico. Una delle caratteristiche della
statistica & che deve essere appropriata
per il livello di scala della variabile consi-
derata, quindi 'operatore statistico sara
scelto tenendo conto del livello di scala
della variabile oltre che dell’interesse del
ricercatore. Analizzando una sola varia-
bile possiamo distinguere tra operatori
che valutano la tendenza centrale e altri
che valutano la variabilitd. Con il primo
si intende un valore caratteristico di una
distribuzione che in alcuni casi e un cen-
tro geometrico, con il secondo si intende
un valore che riassume l'andamento
della distribuzione dei casi all’interno dei
valori o delle modalita che la variabile
puo assumere.

2.1 Operatori di tendenza centrale

Prima di trattare singolarmente le prin-
cipali misure di tendenza centrale, si

considera, attraverso uno schema, l'i-
doneita di ciascuna di esse per il livello
di scala della variabile considerata
(tabella 1).

Si vede che qualsiasi statistica applicabi-
le a un livello di scala inferiore puo esse-
re applicata anche ai livelli superiori; in
questo caso, pero, si accetta di trascurare
linformazione aggiuntiva che si avrebbe
utilizzando l'operatore appropriato per
quel determinato livello di scala. Quando
la variabile & quantitativa possiamo
domandarci quale tra gli operatori di ten-
denza centrale fornisce pit1 informazioni
sulla distribuzione.

La moda

La moda e la modalita piu ricorrente,
cioé il valore della variabile a cui corri-
sponde la frequenza pit elevata. Essa e
adeguata a rappresentare la distribuzio-
ne di una variabile categoriale.

La mediana

La mediana ¢ la modalita a cui appartie-
ne il caso che divide esattamente a meta
la distribuzione. Se n € un numero dispa-
ri la mediana é univoca; se n € un nume-
ro pari abbiamo due casi mediani rispet-
tivamente il (n/2)-esimo e (n/2+1)-esimo
soggetto. Se i due valori centrali appar-
tengono a due modalita differenti si par-
lera di modalita mediane anziché di
mediana. Questo operatore puo essere
utilizzato in presenza di variabili ordina-
li in quanto la sua applicazione presup-
pone un ordinamento delle modalita del
carattere.

La media

Quando la variabile & almeno a livello di
scala intervalli & sempre possibile calco-
lare moda e mediana, tuttavia la capacita
informativa di entrambe ¢ inferiore a
quella della media. Questa misura pren-
de, infatti, in considerazione tutti i valori
esatti della distribuzione. Tra le medie
quella maggiormente utilizzata & la
media aritmetica, tuttavia esistono anche
altri tipi di media: la geometrica, 'armo-
nica e la quadratica. In generale date le
modalita x, x, ..... , %, di una variabile
quantitativa la media ¢ quel valore
numerico M tale che, applicando I'opera-
zione anziché ad x, x,, ....., x,, a n valo-
ri uguali a M, il risultato dell’operazione
¢ lo stesso. Per ogni operazione matema-
tica si ha una media diversa. Cosi se l'o-
perazione ¢ l'addizione M & la media
aritmetica
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se & la moltiplicazione M, ¢ la media geo-
metrica
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se & la somma dei quadrati M, ;¢ la media
quadratica



Se la media ¢ calcolata sulla distribuzio-
ne unitaria delle modalita della variabi-
le si parla di media semplice, se & calco-
lata sulla distribuzione di frequenza si
parla di media ponderata. In fase di ela-
borazione dei dati ci si chiede quale tra
tutte le medie viste € piu adatta a descri-
vere il problema analizzato. In generale
non esistono criteri di scelta; oltre che
tener conto della natura del fenomeno
oggetto di misura e dello scopo della
ricerca, si deve tener conto di come ¢&
stato ottenuto 'ammontare che si vuole
equiripartire con la media. Se all'am-
montare del carattere si perviene con
I'addizione la media & quella aritmetica,
se invece si perviene con il prodotto la
media & quella geometrica. A volte nella
scelta della media si tiene conto anche
delle proprieta che essa possiede. Se,
per esempio, data una distribuzione di
misurazioni di una stessa grandezza, la
media deve fornire una stima della
misura della grandezza stessa, allora in
questo caso si tiene conto degli errori
accidentali di cui sono affette le varie
misurazioni e si cerca una media che
renda nulla la somma degli scarti posi-
tivi e negativi. La media pit indicata &
quella aritmetica, in quanto una delle
sue proprietd & proprio quella che la
somma algebrica degli scarti di tutti i
valori di x; dalla loro media aritmetica &
nulla,

(x,—x)=o.
i=l

2.2 Operatori di dispersione

La dispersione assume nomi differenti a
seconda del livello di scala della variabile.
Cosi per le variabili categoriali si parla di
eterogeneitd e omogeneita di una distribu-
zione; per le variabili ordinali si parla di
variabilitd non metrica e si riserva il ter-

mine di variabilita metrica alle sole varia-
bili cardinali.

Mutabilita

Per le variabili a livello nominale la di-
spersione di una variabile puo essere
quantificata attraverso 'eterogeneita o il
suo complemento, I’omogeneita.

In generale, data una variabile a k moda-
lita, la massima omogeneita si ha nel
caso in cui una sola modalita ha fre-
quenza assoluta pari ad n; la massima
eterogeneita si ottiene quando ciascuna
modalitd ha la stessa frequenza, pari a
n/k. Solitamente una distribuzione pre-
senta un grado di omogeneita o eteroge-
neita intermedio. Esistono diversi indici
di omogenita e di eterogeneita: essi si
basano sulle frequenze relative.

Variabilita non metrica

Per sfruttare la maggior capacita infor-
mativa delle variabili a livello di scala
ordinale, rispetto alle variabili categoriali
si deve ricorrere a un operatore che rag-
giunga il suo massimo quando le osser-
vazioni sono equidistribuite nelle due
modalita estreme, e il suo minimo quan-
do le osservazioni sono equamente ripar-
tite all’interno di tutte le modalita.

Variabilita metrica

Quando le variabili sono cardinali pos-
siamo distinguere almeno tre famiglie di

operatori: misure di variabilita globale
intrinseche, intervalli di variazione e
scarti da un valore centrale.

Gli indici di variabilita globale danno una
misura di quanto differiscono tra loro
tutti i termini della distribuzione. Essi
prendono in considerazione le differen-
ze tra tutte le coppie di valori della varia-
bile.

Gli intervalli di variazione sono indici che
quantificano la variabilita misurando la
diversita tra due particolari termini della
distribuzione. Il pitt semplice e imme-
diato intervallo di variazione & dato dalla
differenza tra il valore massimo e il valo-
re minimo della distribuzione. Esso
viene denominato in modi differenti:
campo di variazione, gamma o, in ingle-
se, range W = b SINTED SIS

Le misure di variabilita metrica piti inte-
ressanti e utilizzate sono gli indici basati
sugli scarti dalla media. All'interno della
famiglia degli scarti dalla media rientra-
no quegli indici che misurano la diver-
sita tra ciascun termine della distribuzio-
ne e il valore centrale della distribuzione.
Essi sono i piu utilizzati quando le varia-
bili sono cardinali, in quanto piu infor-
mativi (prendono in considerazione tutti
ivalori della distribuzione e il valore cen-
trale). Un indice tra i piu utilizzati & la
varianza:

La varianza ha lo svantaggio di essere
una grandezza quadratica e quindi non
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direttamente confrontabile con altri
valori della distribuzione come la
media. Per passare dalla varianza a una
misura espressa nella stessa unita di
misura della variabile di partenza e suf-
ficiente estrarne la radice quadrata.
L'indice cosi ottenuto viene detto devia-
zione standard (s), o scarto quadratico
medio:

Nella formula della varianza e della
deviazione standard la somma degli scar-
ti al quadrato viene divisa per il numero
di osservazioni in modo da rendere le
misure indipendenti dall’ampiezza del
collettivo sul quale vengono calcolate.
Per poter confrontare la variabilitd di
distribuzioni espresse con diverse unita
di misura si puo ricorrere al coefficiente di
variazione:

Cv=

Ri|w

Il coefficiente di variazione, essendo il
rapporto tra due grandezze espresse
nella stessa unita di misura, € un nume-
ro puro e permette confronti diretti tra
qualsiasi distribuzione.

3. Operatori bivariati

La rappresentazione dei dati in tabelle di
contingenza, e pitt in generale tutta I'a-
nalisi bivariata, ha come scopo principa-
le lo studio della relazione tra variabili.
Dal punto di vista semantico la relazione
tra due variabili pud essere analizzata
tenendo conto dell’intensita della relazio-
ne, della forma della relazione e della
determinazione o variabilita della varia-
bile dipendente riprodotta dalla variabile
indipendente.

In termini generali, date due variabili
possiamo affermare che tra esse esiste
una relazione se i valori su una variabile
variano in modo sistematico con i valori
sull’altra.

Pitt precisamente parliamo di connessio-
ne intendendo la misura della forza
(intensita) della relazione tra due variabi
li o specularmente dell'indipendenza tra
due variabili.

Di una relazione tra variabili possiamo
calcolare il grado di concordanza (o
discordanza). Consideriamo le variabili
ordinali e cardinali: la concordanza, oltre
che sull’intensitd, ci informa sulla dire-
zione della variazione di una variabile al
variare dell’altra. Se al crescere di V. cre-
sce anche V, la misura avra segno positi-
vo. Viceversa, se al crescere di V, V,
decresce, la misura avra segno negativo.
Data una connessione o una concordan-
za ¢ possibile calcolare la determinazione:
misura che ci dice, in valori percentuali,
quanta variabilita o mutabilita e ‘spiega-
ta’ o prevista, o riprodotta, da una varia-
bile sull’altra. Una misura di determina-
zione valuta quanto i valori di una varia-
bile sono riproducibili a partire dai valo-
ri assunti dall’altra variabile.

La tabella di contingenza fornisce una
prima indicazione dell’eventuale presen-
za o assenza di relazione. Quando le
variabili sono cardinali o ordinali (con un
numero sufficientemente ampio di
modalita distinte) una simile opportu-
nita e offerta dalla loro rappresentazione
grafica (vedi figura 18).

La figura (a) rappresentata la situazione
di assenza di relazione, le figure (b) e (c)
rappresentano i casi di relazione molto
forte in un caso positiva, nell’altro nega-
tiva. I grafici b) e c) raffigurano, inoltre,
esempi di relazioni lineari, ossia appros-
simabili attraverso l’equazione di una
retta che metta in corrispondenza i valo-
ri di X e di Y nel seguente modo: y =a
% x + b. In altri casi la relazione sussiste
ma € approssimabile da una equazione
pitt complessa rispetto a quella di una
retta; si tratta infatti di una relazione non
lineare che puo assumere diverse forme.

4.1 Operatori di connessione

In generale diciamo che gli operatori di
connessione restituiscono uno scalare

sempre positivo; essi assumono valore
zero in assenza di connessione e valore
uno, o maggiore di uno, nel caso ci sia
connessione tra le due variabili.

Gli operatori di connessione si applicano
principalmente alle variabili categoriali e
in misura minore alle variabili ordinali.
Quando le variabili si trovano a un livel-
lo di scala piu elevato si ricorre agli ope-
ratori di concordanza, piti informativi, in
quanto in grado di quantificare non sol-
tanto la forza della relazione, ma anche
la direzione.

Tra gli operatori di connessione quello
piu diffuso & il X quadrato
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Esso e costruito sullo scarto al quadrato
tra 1 valori osservati e i valori teorici,
questi ultimi calcolati ipotizzando una
situazione di indipendenza tra le varia-
bili.

Il X quadrato assume come valore mini-
mo lo zero, mentre il valore massimo
dipende dal numero dei casi e dai gradi
di liberta associati alla tabella di contin-
genza. In generale possiamo definire i
gradi di liberta come il numero di valori
indipendenti necessari per definire lo
stato di un sistema. Ora, si puo dimo-
strare che il valore massimo del X qua-
drato corrisponde al valore minimo tra le
seguenti espressioni: n (k — 1), n (h — 1).
Come si puo notare il valore massimo
dipende strettamente dall’ampiezza del
collettivo sul quale viene calcolato e dal
numero di righe e colonne della tabella.
Questo rende impossibile confrontare
direttamente il X quadrato ottenuto su
tavole di diverso formato e su collettivi
diversi.

4.2 Operatori di concordanza

Gli operatori di concordanza si caratte-
rizzano per la presenza di un punto neu-
tro, lo zero, che segnala I’assenza di una
relazione monotona tra le due variabili e



due poli, uno negativo e uno positivo,
che segnalano rispettivamente una
discordanza e una concordanza.

Tra le misure di concordanza quelle pitt
diffuse, rispettivamente per le variabili
ordinali e cardinali, sono il coefficiente r
di Spearman e il coefficiente di correla-
zione r di Bravais-Pearson.

Di gran lunga piu utilizzato & il coeffi-
ciente di correlazione r di Bravais-Pear-
son ottenuto dividendo la covarianza per
il suo valore massimo:

5 (¢, = %)y, ~7)

L'r ha cosi la comoda proprieta di assu-
mere come valori massimo e minimo
rispettivamente +1 e -1, indipendente-
mente dall’'unitd di misura in cui sono
espresse le variabili, e valore o in assen-
za di concordanza. Quando r assume
valore 1 le due variabili, X, e Y;, sono in
una precisa relazione funzionale, una
relazione lineare.

Il coefficiente b di regressione

Un altro indice molto usato & il coeffi-
ciente di regressione. Esso € strettamen-
te connesso alle misure fin qui presenta-
te, in particolare esso si puo ottenere
come rapporto tra la covarianza (s_) e la
varianza della variabile dipendente (s, o
s,). Se indichiamo con X; la variabile
indipendente e con Y; la variabile dipen-
dente otteniamo

n
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Esso ci informa su quanto aumenta la

variabile dipendente al variare di un’u-
nita della variabile indipendente.

4.3 Operatori di determinazione

Gli operatori di determinazione possono
assumere soltanto valori positivi e hanno
come valore massimo 1 essendo delle
quote di variabilita riprodotta.

Date due variabili X, e Y, attraverso gli
operatori di determinazione possiamo
valutare la forza della loro relazione in
termini di variabilita o mutabilita della Y,
— variabile assunta come dipendente —
riprodotta dalla X, assunta come variabi-
le indipendente. Tanto maggiore e il
grado di determinazione tanto piu e forte
la relazione. In altre parole la determina-
zione valuta la prevedibilita dei valori di
Y, a partire dalla conoscenza dei valori
assunti dalla variabile X;.

Quando le variabili sono cardinali la
determinazione viene valutata attraverso
il coefficiente R2.

Il coefficiente R? & dato dalla seguente
formula:

R =n+.
>, -y

i=l

Lo scarto di y, dalla media della distribu-
zione pud essere scomposto nella
somma di due distanze:

v, =P =, =)+, )

Se eleviamo al quadrato i due termini
dell’equazione e sommiamo per tutti i
casi, attraverso semplici passaggi arrivia-
mo a:

n n n

i=Y)r =D i="y) +> ("y, - 7).

i=l i=l i=l

Il termine a sinistra viene detto devianza
totale e non & altro che la devianza della
variabile Y; 'ultimo termine a destra ¢ la
devianza calcolata non sui valori puntua-
li y, ma sulle loro stime, e viene detta

devianza riprodotta. Il primo termine a
destra del segno uguale rappresenta la
devianza residuale, non riprodotta. Pit1 la
relazione tra le variabili e stretta piu il
valore stimato (“y,) sara vicino a quello
effettivo (y,) e di conseguenza piti ridotta
sara la devianza residua.

Un altro indice molto usato quando una
delle due variabili e cardinale e I'indice
N2. In questi casi I'interesse € prevedere i
valori della variabile cardinale a partire
dai valori di una variabile categoriale o
ordinale.
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